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Методические указания
К каждому заданию приводится пример выполнения с подробными пояснениями и варианты материалов для самостоятельной работы.

Задания являются типовыми. Поэтому можно использовать содержимое файла для оформления контрольной работы (чтобы не набирать текст вручную).

Контрольная работа может быть оформлена по схеме:

Титульный лист контрольной работы по шаблону (можно распечатать шаблон и вручную вписать ФИО, группа, дисциплина и т.д.).

Задание 1. Отделить корни уравнения cos 3x – x3 = 0 (свой вариант).
Решение. Построим таблицу значений функции y = cos 3x – x3 . (свой вариант, и дальше вставлять свои таблицы и графики, которые получаются).

………………………………….

Задание 2. Уточнить методом бисекций с точностью до 0,01 корень уравнения cos 3x – x3 = 0 (свой вариант), принадлежащий отрезку […; …] (отрезок, найденный в первом задании).

Решение в программе Excel: 
1) В ячейках A1:F4 введем обозначения, начальные значения и формулы, как показано в таблице 2.1.

2) Каждую формулу скопируем в нижние ячейки маркером заполнения до десятой строки, т.е. B4 — до B10, C4 — до C10, D3 — до D10, E4 — до E10, F3 — до F10.
………………………
И так далее…
Рекомендации к выполнению
1. Сначала выполнить решение примера, затем внести изменения в соответствии с вариантом задания.
2. Скопировать файл с решением примера и внести изменения: заменить уравнение, таблицы, графики и т.д. на те, которые Вы получили для своего варианта (в файле они выделены).
Задание 1. Отделение корней графическим методом

Пример 1.1. Отделить корни уравнения sin 5x + x2 – 1 = 0.

Решение. Для отделения корней уравнения естественно применять графический метод. График функции y = f(x) с учетом свойств функции дает много информации для определения  числа корней уравнения f(x) = 0.

Построим для примера 1.1 график функции в программе Excel на отрезке [–1, 2] с шагом изменения аргумента h = 0,1. Для этого выполним следующие действия в программе Excel:

1) В диапазоне A2:A32 введем значения переменной x. Для этого в ячейке A2 запишем –1, в ячейке A3 — значение –1,9. После этого выделим  диапазон A2:A3 и с помощью маркера заполнения (вниз) присвоим значения остальным ячейкам до ячейки A32.

2) В ячейку B2 введем формулу =SIN(5*A2)+A2^2–1 и скопируем B2 с помощью маркера заполнения  в остальные ячейки до ячейки B32.

3) Выделим диапазон A2:B32 и с помощью мастера диаграмм (тип диаграммы «Точечная, точечная диаграмма со значениями, соединенными отрезками без маркеров») построим график функции.

Полученный график представлен на рис. 1.1.
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Рис. 1.1.

Из графика видно, что на отрезке [0; 0,5] есть два корня. Из таблицы A2:B32 значений функции заключаем, что уравнение имеет четыре корня в интервалах [–0,8; –0,7], [0,2; 0,3], [0,4; 0,5], [1,1; 1,2].

До настоящего времени графический метод предлагалось применять для нахождения грубого значения корня или  нахождения интервала, содержащего корень, и затем применять итерационные методы, т.е. методы пос​​ледовательных приближений для уточнения значения корня. С появлением математических пакетов и электронных таблиц стало возможным вычислять таблицы значений функции с любым шагом и строить графики с высокой точностью. Это позволяет уточнять очередной знак в приближенном значении корня при помощи следующего алгоритма:

1) Если функция f(x) на концах отрезка [a, b] принимает значения разных знаков, то делим отрезок на 10 равных частей и находим ту часть, которая содержит корень (таким способом мы можем уменьшить длину отрезка, содержащего корень, в 10 раз).

2) Повторим действия предыдущего пункта для полученного отрезка. 

Этот процесс можно продолжать до тех пор, пока длина отрезка не станет меньше заданной погрешности.

Пример 1.2. Вычислить графически с точностью до 0,0001 корень уравнения sin 5x + x2 – 1 = 0, принадлежащий интервалу (0,4; 0,5).

Решение. Построим график функции y = sin 5x + x2 – 1 на отрезке 
[0,4; 0,5] с шагом h = 0,01 (делим отрезок на 10 частей) в программе Excel:

1) В диапазоне A2:A12 введем значения переменной x. Для этого в ячейке A2 запишем 0,40, в ячейке A3 — значение 0,41. После этого выделим  диапазон A2:A3 и с помощью маркера заполнения присвоим значения остальным ячейкам до ячейки A12.

2) В ячейку B2 введем формулу =SIN(5*A2)+A2^2–1 и скопируем B2 с помощью маркера заполнения  в остальные ячейки до ячейки B12.

3) Выделим диапазон A2:B12 и с помощью мастера диаграмм (тип диаграммы “Точечная”!) построим график функции.

Лист Excel отображен на рис. 1.3.

	 
	A
	B
	С
	D
	E
	F
	G
	H

	1
	x
	y
	
 


	 
	 
	 
	 
	 

	2
	0,4
	0,069297
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	3
	0,41
	0,055462
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	4
	0,42
	0,039609
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	5
	0,43
	0,021799
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	6
	0,44
	0,002096
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	7
	0,45
	–0,01943
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	8
	0,46
	–0,04269
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	9
	0,47
	–0,06763
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	10
	0,48
	–0,09414
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	11
	0,49
	–0,12214
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	12
	0,5
	–0,15153
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	13
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	14
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 


Рис. 1.3

Рис. 1.3 показывает, что корень находится в интервале (0,44; 0,45), так как функция меняет знак в точках 0,44 и 0,45. 

Заменим значения переменной x на том же листе в диапазоне A2:A12, то есть вместо интервала (0,4; 0,5) подставим интервал (0,44; 0,45) с шагом h = 0,001. Для этого в ячейке A2 запишем 0,440, а в ячейке A3 — значение 0,441. Затем выделим  диапазон A2:A3 и с помощью маркера заполнения присвоим значения остальным ячейкам до ячейки A12. Формулы в ячейках B2:B12 не трогаем! В результате этого получим новую таблицу значений функции, из которой получаем уточненный интервал (0,441; 0,442). 

Повторив всю процедуру еще раз, заменим в диапазоне A2:A12  интервал (0,44; 0,45) на интервал (0,441; 0,442) с шагом h = 0,0001. Искомый корень содержится в интервале (0,4410; 0,4411). Длина этого интервала равна 0,0001 и любое число из этого интервала можно принять за приближенное значение корня с погрешностью 0,0001. Выберем середину отрезка, т.е. положим x ≈ 0,44105.

В таблице 1.1 приведены все три этапа уточнения корня. Здесь мы не приводим соответствующие графики, так как для отделения корня достаточно рассмотреть таблицу значений функции и найти последовательные значения переменной x, в которых функция изменяет знак.

Аналогично можно уточнить значения других корней данного уравнения. Для этого достаточно на том же расчетном листе вместо отрезка 
[0,4; 0,5] рассмотреть любой из оставшихся трех отрезков [– 0,8; – 0,7],
[0,2; 0,3], [1,1; 1,2]. 

Табл. 1.1
	1–й этап. 

Интервал (0,4; 0,5)
	 
	2-й этап. 
Интервал (0,44; 0,45)
	 
	3-й этап. 

Интервал (0,441; 0,442)

	 
	A
	B
	 
	 
	A
	B
	 
	 
	A
	B

	1
	x
	y
	 
	1
	x
	y
	 
	1
	x
	y

	2
	0,4
	0,069297
	 
	2
	0,44
	0,002096
	 
	2
	0,441
	2,48E–05

	3
	0,41
	0,055462
	 
	3
	0,441
	2,48E–05
	 
	3
	0,4411
	–0,00018

	4
	0,42
	0,039609
	 
	4
	0,442
	–0,00206
	 
	4
	0,4412
	–0,00039

	5
	0,43
	0,021799
	 
	5
	0,443
	–0,00417
	 
	5
	0,4413
	–0,0006

	6
	0,44
	0,002096
	 
	6
	0,444
	–0,0063
	 
	6
	0,4414
	–0,00081

	7
	0,45
	–0,01943
	 
	7
	0,445
	–0,00844
	 
	7
	0,4415
	–0,00102

	8
	0,46
	–0,04269
	 
	8
	0,446
	–0,0106
	 
	8
	0,4416
	–0,00123

	9
	0,47
	–0,06763
	 
	9
	0,447
	–0,01278
	 
	9
	0,4417
	–0,00144

	10
	0,48
	–0,09414
	 
	10
	0,448
	–0,01498
	 
	10
	0,4418
	–0,00165

	11
	0,49
	–0,12214
	 
	11
	0,449
	–0,01719
	 
	11
	0,4419
	–0,00186

	12
	0,5
	–0,15153
	 
	12
	0,45
	–0,01943
	 
	12
	0,442
	–0,00206


Изложенный метод можно охарактеризовать как метод деления отрезка на 10 частей. Метод применим в случае, когда левая часть уравнения f(x) = 0 задана аналитическим выражением через известные функции, непрерывна на данном отрезке, и на концах его принимает значения разных знаков. Этот метод особенно удобен для применения в электронных таблицах.

Задания для самостоятельного решения.

Для следующих уравнений в программе Excel
а) найти графическим способом с точностью до 0,1 интервалы, содержащие корни;

б) уточнить корни графическим методом до точности 0,00001.

ВАРИАНТ УРАВНЕНИЯ ВЫБРАТЬ ПО сумме трех последних цифр номера зачетной книжки 
	1.
	cos 3x – x3 = 0.
	11.
	xe– x + 3x –5 = 0.
	21.
	e x(x –5) + 3 = 0.

	2.
	cos2 x – x4 = 0.
	12.
	e–sinx + 3x = 0.
	22.
	e–x – 3x –5 = 0.

	3.
	tgx + x = 1,   [0; 1].
	13.
	33–x – cosx = 0.
	23.
	e2x∙lnx – x = 0.

	4.
	ln(1 + x2) – x3 = 1.
	14.
	sin(1 + x2) = x.
	24.
	tgx – ln(–x) = 0.

	5.
	sin(ex) + 3x = 0.
	15.
	x2 + sin2x = 2.
	25.
	x1/3 + 2tgx = 1. (0; 3)

	6.
	sinx/ex + x2 – 1 = 0.
	16.
	e–2x – 3x3  = 0.
	26.
	e–2x – 3x3  = 0.

	7.
	tg2x + x = 1.   [0; 1].
	17.
	e– cosx – x3  = 0.
	27.
	e2x∙tgx – x = 1. (0; 4)

	8.
	x/(1 + x4) = lnx.
	18.
	x2 + lnx + 2 = 0.
	28.
	1/lnx – x = 0.

	9.
	x3 – 2ctgx = 0.  [1; 2].
	19.
	x4 – sin2 x + x – 1 = 0.
	29.
	x5 – 2cosx = 0.

	10.
	x5 – 2cosx + 1 = 0.
	20.
	 (7 – x2)lnx = 2 – x.
	30.
	sinx – x2 + 1 = 0.


Задание 2. Метод половинного деления уточнения корня
Пример 2.1. Уточнить методом бисекций с точностью до 0,01 корень уравнения (x – 1)3 = 0, принадлежащий отрезку [0,95; 1,1].

Решение в программе Excel:

1) В ячейках A1:G4 введем обозначения, начальные значения и формулы, как показано в таблице 2.1.

2) Каждую формулу скопируем в нижние ячейки маркером заполнения до десятой строки, т.е. B4 — до B10, C4 — до C10, D3 — до D10, E4 — до E10, F3 — до F10, G3 — до G10.
	
	A
	B
	C
	D
	E
	F
	G

	1
	
	
	
	
	
	
	

	2
	k
	a
	f(a)
	x
	f(x)
	b
	b-a

	3
	1
	0,95
	=(1-B3^3)
	=(B3+F3)/2
	=(1-D3)^3
	1,1
	=F3-B3

	4
	2
	=ЕСЛИ(E3=0;D3;ЕСЛИ(C3*E3<0;B3;D3))
	
	
	
	=ЕСЛИ(C3*E3>0;F3;D3)
	


Таблица 2.1
Результаты расчетов приведены в табл. 2.2. В столбце G проверяем значения длины интервала b – a. Если значение меньше чем 0,01, то в данной строке найдено приближенное значение корня с заданной погрешностью. Потребовалось 5 итераций для достижения требуемой точности. Приближенное значение корня с точностью до 0,01 после округления до трех знаков равно  1,00156 ≈ 1,00. 

Таблица 2.2
	
	A
	B
	C
	D
	E
	F
	G

	2
	k
	a
	f(a)
	x
	f(x)
	b
	b-a

	3
	1
	0,95
	0,14263
	1,025
	-0,0769
	1,1
	0,15

	4
	2
	0,95
	0,14263
	0,9875
	0,03703
	1,025
	0,075

	5
	3
	0,9875
	0,03703
	1,00625
	-0,0189
	1,025
	0,0375

	6
	4
	0,9875
	0,03703
	0,99688
	0,00935
	1,00625
	0,01875

	7
	5
	0,99688
	0,00935
	1,00156
	-0,0047
	1,00625
	0,009375


Приведенный алгоритм учитывает возможный случай «попадания в корень», т.е. равенство f(x) нулю на очередном этапе. Если в примере 2.1 взять отрезок [0,9; 1,1], то на первом же шаге попадаем в корень x = 1. Действительно, запишем в ячейке B3 значение 0,9. Тогда таблица результатов примет вид 2.3 (приведены только 2 итерации).

Таблица 2.3
	
	A
	B
	C
	D
	E
	F
	G

	1
	
	
	
	
	
	
	

	2
	k
	a
	f(a)
	x
	f(x)
	b
	b-a

	3
	1
	0,9
	0,271
	1
	0
	1,1
	0,2

	4
	2
	1
	0
	1
	0
	1
	0


Создадим в программе Excel пользовательские функции f(x) и bisect(a, b, eps) для решения уравнения методом половинного деления, пользуясь встроенным языком Visual Basic. Их описания приведены ниже:

    Function f(Byval x):      f = (x - 1) ^ 3:      End Function
    Function bisect(a, b, eps)

1  x = (a + b) / 2

    If f(x) = 0 Then GoTo 5

         If f(x) * f(a) < 0 Then

           b = x

           Else

           a = x

           End If

    If Abs(a - b) > eps Then GoTo 1

5  bisect = x
    End Function 

Функция f(x) определяет левую часть уравнения, а функция 
bisect(a, b, eps) вычисляет методом половинного деления корень уравнения f(x) = 0. Обратим внимание на то, что в функции bisect(a, b, eps) используется обращение к функции f(x). Приведем алгоритм создания пользовательcкой функции-макроса:

1) Выполним команду меню «Сервис — Макрос — Редактор Visual Basic». Откроется окно «Microsoft Visual Basic». Если в данном файле программы Excel ещё не были созданы макросы или пользовательские функции или процедуры, это окно будет иметь вид, изображенный на рис.2.1.
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Рис. 2.1.

2) Выполним команду меню «Insert — Module» и вводим тексты программ-функции, как показано на рис 2.2.
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Рис.2.2.

Теперь в ячейках листа программы Excel можно в формулах использовать созданные функции. Например, введем в ячейку D18 формулу

=bisect(0,95;1;0,00001),

то получим значение  0,999993896. 

Чтобы решить другое уравнение (с другой левой частью) нужно перейти в окно редактора с помощью команды «Сервис — Макрос — Редактор Visual Basic» и просто переписать описание функции f(x). Например, найдем с точностью до 0,001 корень уравнения sin 5x + x2 – 1 = 0, принадлежащий интервалу (0,4; 0,5). Для этого изменим описание функции

Function f(x)

f = (x - 1) ^ 3

End Function

на новое описание

Function f(x)

f = Sin(5 * x) + x ^ 2 - 1

End Function
Тогда в ячейке D18 получим значение 0,441009521 (сравните этот результат со значением корня из интервала (0,4; 0,5), найденным в примере 2.3!).

Задания для самостоятельного решения.

Для уравнеия из задания 1 уточнить корни методом половинного деления (методом бисекций) до точности 0,0001.

Задание 3. Метод Гаусса

Пример 3.1. Решить методом Гаусса систему уравнений

4x1 + 2x2 – 4x3 + 2x4 = 12,

2x1 + 9x2 – 4x3 – 4x4 = 14,

3x1 + 2x2 – 8x3 + 2x4 = 20,

4x1 + 2x2 + 5x3 + 7x4 = 10.

Решение. Продемонстрируем решение в программе электронных таблиц.

0. Запишем коэффициенты и правые части системы в диапазоне A1:E4.

1. В диапазоне A5:E8 сформируем расширенную матрицу системы, которая получится после исключения переменной x1 из второго, третьего и четвертого уравнений.  

В ячейку A5 вводим формулу =A1/$A1; выделим A5 и протянем маркер заполнения (мышью за правый нижний угол) до E5. 

Затем в ячейку A6 вводим формулу =A2-A$5*$A2; выделим A6 и протянем маркер заполнения до E6. 

Выделим диапазон A6:E6 и протянем маркером заполнения до E8. 

В ячейках A5:E8 появятся следующие значения:

	1,0000
	0,5000
	-1,0000
	0,5000
	3,0000

	0,0000
	8,0000
	-2,0000
	-5,0000
	8,0000

	0,0000
	0,5000
	-5,0000
	0,5000
	11,0000

	0,0000
	0,0000
	9,0000
	5,0000
	-2,0000


2. В диапазоне A9:E12 сформируем матрицу системы, которая получится после исключения x2 из третьего и четвертого уравнений. 

Присвоим строке A9:E9 значения строки A5:E5, т.е. выделим диапазон A9:E9 и введем формулу =A5:E5 и удерживая нажатыми клавиши Ctrl и Shift, нажимаем Enter. 

В ячейку B10 вводим формулу =B6/$B6; выделим B10 и протянем маркер заполнения до E10. 

Затем в ячейку B11 вводим формулу =B7-B$10*$B7; выделим B11 и протянем мышью маркер заполнения до E11. 

Выделим диапазон B11:E11 и протянем маркер заполнения до E12. 

В ячейках A9:E12 появятся следующие значения:

	1,0000
	0,5000
	-1,0000
	0,5000
	3,0000

	0,0000
	1,0000
	-0,2500
	-0,6250
	1,0000

	
	0,0000
	-4,8750
	0,8125
	10,5000

	
	0,0000
	9,0000
	5,0000
	-2,0000


3. В диапазоне A13:E16 сформируем матрицу системы, которая получится после исключения x3 из четвертого уравнения. 

Перепишем значения строк A9:E10 в строки A13:E14, для этого выделим диапазон A13:E14 и введем формулу =A9:E10 и удерживая клавиши Ctrl и Shift нажатыми, нажимаем Enter. 

В ячейку C15 вводим формулу =C11/$C11; выделим C15 и протянем мышью за правый нижний угол до E15. 

В ячейку C16 вводим формулу =C12-C$15*$C12, выделим C16 и протянем мышью за правый нижний угол до E16. В ячейках A13:E16 получим значения:
	1,0000
	0,5000
	-1,0000
	0,5000
	3,0000

	0,0000
	1,0000
	-0,2500
	-0,6250
	1,0000

	 
	
	1,0000
	-0,1667
	-2,1538

	 
	 
	0,0000
	6,5000
	17,3846


4. Сформируем в диапазоне A17:E20 окончательную матрицу системы, которая имеет треугольный вид с единицами на диагонали. 

Выделим диапазон A17:E19 и введем формулу =A13:E15 и, удерживая нажатыми клавиши Ctrl и Shift, нажимаем Enter. В ячейку D20 вводим формулу =D16/$D16, выделим C15 и протянем мышью за правый нижний угол до E20. В диапазоне A17:E20 получим:
	1,0000
	0,5000
	-1,0000
	0,5000
	3,0000

	0,0000
	1,0000
	-0,2500
	-0,6250
	1,0000

	0,0000
	0,0000
	1,0000
	-0,1667
	-2,1538

	
	
	
	1,0000
	2,6746


В таблице 3.1 показаны введенные формулы, которые можно увидеть, если выполнить команду меню «Сервис — параметры», выбрать вкладку «Вид» и отметить в параметрах окна флажком пункт «формулы».

5. Теперь остается выполнить обратный ход метода Гаусса. Для этого в ячейках F17:F20 введем формулы:

	=E17-F20*D17-F19*C17-F18*B17

	=E18-F20*D18-F19*C18

	=E19-F20*D19

	=E20


В ячейках F17:F20 получим ответ: 

x1 = –1,1677; x2 = 2,2446; x3 = –1,7081; x2 =2,6746.

Таблица 3.1

	
	A
	B
	C
	D
	E

	1
	4
	2
	-4
	2
	12

	2
	2
	9
	-4
	-4
	14

	3
	3
	2
	-8
	2
	20

	4
	4
	2
	5
	7
	10

	5
	=A1/$A1
	=B1/$A1
	=C1/$A1
	=D1/$A1
	=E1/$A1

	6
	=A2-A$5*$A2
	=B2-B$5*$A2
	=C2-C$5*$A2
	=D2-D$5*$A2
	=E2-E$5*$A2

	7
	=A3-A$5*$A3
	=B3-B$5*$A3
	=C3-C$5*$A3
	=D3-D$5*$A3
	=E3-E$5*$A3

	8
	=A4-A$5*$A4
	=B4-B$5*$A4
	=C4-C$5*$A4
	=D4-D$5*$A4
	=E4-E$5*$A4

	9
	=A5:E5
	=A5:E5
	=A5:E5
	=A5:E5
	=A5:E5

	10
	0
	=B6/$B6
	=C6/$B6
	=D6/$B6
	=E6/$B6

	11
	
	=B7-B$10*$B7
	=C7-C$10*$B7
	=D7-D$10*$B7
	=E7-E$10*$B7

	12
	
	=B8-B$10*$B8
	=C8-C$10*$B8
	=D8-D$10*$B8
	=E8-E$10*$B8

	13
	=A9:E10
	=A9:E10
	=A9:E10
	=A9:E10
	=A9:E10

	14
	=A9:E10
	=A9:E10
	=A9:E10
	=A9:E10
	=A9:E10

	15
	 
	
	=C11/$C11
	=D11/$C11
	=E11/$C11

	16
	 
	 
	=C12-C$15*$C12
	=D12-D$15*$C12
	=E12-E$15*$C12

	17
	=A13:E15
	=A13:E15
	=A13:E15
	=A13:E15
	=A13:E15

	18
	=A13:E15
	=A13:E15
	=A13:E15
	=A13:E15
	=A13:E15

	19
	=A13:E15
	=A13:E15
	=A13:E15
	=A13:E15
	=A13:E15

	20
	
	
	
	=D16/$D16
	=E16/$D16


В таблице 3.2 приведены результаты решения системы (после снятия флажка с пункта «формулы» меню «Сервис — параметры»).
Таблица 3.2
	
	A
	B
	C
	D
	E
	F

	1
	4
	2
	-4
	2
	12
	12,0000

	2
	2
	9
	-4
	-4
	14
	14,0000

	3
	3
	2
	-8
	2
	20
	20,0000

	4
	4
	2
	5
	7
	10
	10,0000

	5
	1,0000
	0,5000
	-1,0000
	0,5000
	3,0000
	

	6
	0,0000
	8,0000
	-2,0000
	-5,0000
	8,0000
	

	7
	0,0000
	0,5000
	-5,0000
	0,5000
	11,0000
	

	8
	0,0000
	0,0000
	9,0000
	5,0000
	-2,0000
	

	9
	1,0000
	0,5000
	-1,0000
	0,5000
	3,0000
	

	10
	0,0000
	1,0000
	-0,2500
	-0,6250
	1,0000
	

	11
	
	0,0000
	-4,8750
	0,8125
	10,5000
	

	12
	
	0,0000
	9,0000
	5,0000
	-2,0000
	

	13
	1,0000
	0,5000
	-1,0000
	0,5000
	3,0000
	

	14
	0,0000
	1,0000
	-0,2500
	-0,6250
	1,0000
	

	15
	
	
	1,0000
	-0,1667
	-2,1538
	

	16
	
	
	0,0000
	6,5000
	17,3846
	

	17
	1,0000
	0,5000
	-1,0000
	0,5000
	3,0000
	-1,1677

	18
	0,0000
	1,0000
	-0,2500
	-0,6250
	1,0000
	2,2446

	19
	0,0000
	0,0000
	1,0000
	-0,1667
	-2,1538
	-1,7081

	20
	
	
	
	1,0000
	2,6746
	2,6746


6. Для проверки правильности введенных формул умножим исходную матрицу коэффициентов, хранящихся в ячейках A1:D4, на столбец найденных решений F17:F20, и запишем полученные значения в столбец F1:F4. 

Для этого выделим  диапазон F1:F4, введем формулу

=МУМНОЖ(A1:D4;F17:F20)

и, удерживая нажатыми клавиши Ctrl и Shift, нажмем Enter. Значения в столбцах E1:E4 и F1:F4 должны совпадать. 

Замечание. Приведенный лист с формулами можно применить для решения любой системы уравнений с четырьмя неизвестными. Для этого в диапазоне A1:E4 введем коэффициенты и правые части новой системы уравнений. В диапазоне F17:F20 автоматически отобразится решение новой системы уравнений. 

Проверить правильность алгоритма можно, например, заменив числа в столбце E1:E4 суммами коэффициентов уравнений. Тогда вектор решений должен состоять из единиц.

Задачи для самостоятельного решения.

Решить систему линейных уравнений Ax = b в электронных таблицах методом Гаусса. 

ВАРИАНТ СИСТЕМЫ УРАВНЕНИЙ ВЫБРАТЬ 
ПО СУММЕ ТРЕХ ПОСЛЕДНИХ ЦИФР НОМЕРА ЗАЧЕТНОЙ КНИЖКИ
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Задание 4. Интерполяционная формула Ньютона

Пример 4.1. Задана таблица значений функции yi = f(xi):

	i
	0
	1
	2
	3
	4

	xi
	2,0
	2,5
	3,0
	3,5
	4,0

	yi
	4
	5
	5,5
	5,7
	5,8


Вычислить значение функции в точке x = 2,3.

Решение в программе Excel. Очевидно, что шаг интерполяции h = 0,5.

Вычислим сначала таблицу разностей, а затем — значение первой интерполяционной формулы Ньютона.

Запишем исходные данные в ячейки A1:A3 и B1:B2, как показано в табл. 4.3. Присвоим ячейкам B1, B2, B3 имена h, x, q с помощью команды «Вставка — имя — Присвоить». 

В ячейку B3 запишем формулу =(x – $B$6)/h.

Ячейки A5:G5, A6:A13, B6:B10 и С6:С10 заполним как в таблице 4.3. В ячейку D6 запишем формулу =C7–C6. Затем выделим ячейку D6 и маркером заполнения протянем вниз до ячейки D9. 

Снова выделим D6 и протянем вправо до G6.

Аналогично протянем ячейку E6 до E8 и ячейку F6 до F7. В табл. 4.4 показаны формулы, которые нужно ввести в ячейки диапазона B12:G13.

В ячейке G13 получим результат f(2,3) = 4,6712.
Табл. 4.3

	
	A
	B
	C
	D
	E
	F
	G

	1
	h=
	0,5
	
	
	
	
	

	2
	x=
	2,3
	
	
	
	
	

	3
	q=
	0,6
	
	
	
	
	

	4
	
	
	
	
	
	
	

	5
	i
	xi
	y
	Δy
	Δ2y
	Δ3y
	Δ4y

	6
	0
	2
	4
	1,000
	-0,500
	0,200
	0,000

	7
	1
	2,5
	5
	0,500
	-0,300
	0,200
	 

	8
	2
	3
	5,5
	0,200
	-0,100
	 
	 

	9
	3
	3,5
	5,7
	0,100
	 
	 
	 

	10
	4
	4
	5,8
	 
	 
	 
	 

	11
	
	
	
	
	
	
	

	12
	Коэффициенты  
	1
	0,6
	-0,12
	0,056
	-0,0336
	f(x)

	13
	Слагаемые
	4
	0,6
	0,06
	0,0112
	2,98E-17
	4,6712


Табл. 4.4
	
	B
	C
	D
	E
	F
	G

	12
	1
	=q
	=C12*(q-1)/2
	=D12*(q-2)/3
	=E12*(q-3)/4
	f(x)

	13
	=B12*C6
	=C12*D6
	=D12*E6
	=E12*F6
	=F12*G6
	=СУММ(B13:F13)


Задачи для самостоятельного решения

Заданы таблично значения yi функции f(x) в узлах xi, получающихся делением отрезка [1; 2] на пять частей. Найти значение функции f(x) при  x = 1,1 с помощью первой интерполяционной формулы Ньютона. 
Вариант  материалов к заданию выбирается по сумме трех последних цифр номера зачетной книжки

Таблица 4.5
	Варианты табличных значений yi функции f(x)

	xi
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	10

	1,0
	1,0
	1,1
	0,9
	0,9
	0,8
	1,1
	1,0
	1,2
	1,2
	1,1

	1,2
	2,1
	2,2
	2,0
	1,9
	2,0
	2,2
	2,1
	1,8
	2,0
	1,9

	1,4
	2,9
	3,2
	3,0
	3,2
	2,9
	3,2
	3,1
	3,2
	3,0
	3,2

	1,6
	3,8
	4,2
	3,8
	3,8
	4,2
	4,2
	3,8
	4,1
	3,8
	3,8

	1,8
	5,2
	5,2
	5,1
	5,1
	5,2
	5,1
	5,2
	5,2
	5,0
	4,9

	2,0
	5,9
	6,0
	5,8
	6,1
	5,8
	5,9
	6,2
	6,1
	6,1
	5,8

	Варианты табличных значений yi функции f(x)

	xi
	11
	12
	13
	14
	15
	16
	17
	18
	19
	20

	1,0
	0,8
	0,8
	0,8
	1,1
	0,8
	1,0
	0,9
	1,2
	1,2
	1,2

	1,2
	2,0
	2,2
	1,8
	2,2
	1,9
	1,8
	2,0
	2,2
	2,2
	2,0

	1,4
	2,8
	2,9
	2,9
	3,0
	3,2
	2,8
	2,8
	3,0
	3,2
	3,2

	1,6
	4,0
	4,0
	4,0
	4,1
	4,1
	3,8
	3,8
	4,0
	3,8
	4,2

	1,8
	5,2
	5,2
	4,9
	4,9
	5,0
	4,8
	4,9
	4,8
	4,8
	4,8

	2,0
	6,0
	5,8
	6,1
	5,9
	6,0
	5,8
	6,2
	5,8
	6,0
	6,1

	Варианты табличных значений yi функции f(x)

	xi
	11
	12
	13
	14
	15
	16
	17
	18
	19
	20

	1,0
	0,8
	0,8
	0,8
	1,1
	0,8
	1,0
	0,9
	1,2
	1,2
	1,2

	1,2
	2,0
	2,2
	1,8
	2,2
	1,9
	1,8
	2,0
	2,2
	2,2
	2,0

	1,4
	2,8
	2,9
	2,9
	3,0
	3,2
	2,8
	2,8
	3,0
	3,2
	3,2

	1,6
	4,0
	4,0
	4,0
	4,1
	4,1
	3,8
	3,8
	4,0
	3,8
	4,2

	1,8
	5,2
	5,2
	4,9
	4,9
	5,0
	4,8
	4,9
	4,8
	4,8
	4,8

	2,0
	6,0
	5,8
	6,1
	5,9
	6,0
	5,8
	6,2
	5,8
	6,0
	6,1


Задание 5. Метод наименьших квадратов аппроксимации заданной таблично функции 

Пример 5.1. Найти параметры показательной функции φ(t) = aebt  по заданной таблице значений (ti, φi), i = 1, 2, …, n.

Таблица 5.1
	ti
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	10

	φi
	1
	1,2
	1,4
	1,5
	1,7
	1,8
	2
	2,1
	2,5
	3


Решение. Прологарифмируем обе части равенства φ(t) = aebt. Получим

ln φ(t) = ln a + bt.
Обозначим 
yi = ln φ(ti) = ln φi, xi = ti, a0 = ln a, a1 = b.
Составим расчетную таблицу (табл. 4.8) метода наименьших квадратов в программе Excel. 

Таблица 5.2
	
	A
	B
	C
	D
	E
	F
	G

	1
	ti
	φi
	xi
	xi2
	yi
	xiyi
	

	2
	1
	1
	1
	1
	0
	0
	

	3
	2
	1,2
	2
	4
	0,182322
	0,364643
	

	4
	3
	1,4
	3
	9
	0,336472
	1,009417
	

	5
	4
	1,5
	4
	16
	0,405465
	1,62186
	

	6
	5
	1,7
	5
	25
	0,530628
	2,653141
	

	7
	6
	1,8
	6
	36
	0,587787
	3,52672
	

	8
	7
	2
	7
	49
	0,693147
	4,85203
	

	9
	8
	2,1
	8
	64
	0,741937
	5,935499
	

	10
	9
	2,5
	9
	81
	0,916291
	8,246617
	

	11
	10
	3
	10
	100
	1,098612
	10,98612
	

	12
	
	Сумма=
	55
	385
	5,492661
	39,19605
	

	13
	10
	55
	5,492661
	a0 =
	–0,04983
	a =
	0,951393

	14
	55
	385
	39,19605
	a1 =
	0,108926
	b =
	0,108926


Столбцы A2:A11, B2:B11 содержат исходные данные. 

В ячейку C2 вводим формулу =A2; 

в ячейку D2 вводим формулу =C2^2; 

в ячейку E2 вводим формулу =LN(B2); 

в ячейку F2 вводим формулу =C2*E2. 

Выделим C2:F2 и маркером заполнения протянем вниз до строки 11.

В ячейку C12 вводим формулу =СУММ(C2:C11). Выделим C12 и маркером заполнения протянем вправо до F12. В ячейках C12: F12 получим суммы, являющиеся коэффициентами системы:
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Решим систему (1). Запишем коэффициенты и правые части (1) в ячейках A13:C14 (см. табл.5.2). Выделим ячейки E13:E14 и введем формулу

 =МУМНОЖ(МОБР(A13:B14);C13:C14)

и удерживая нажатыми клавиши Ctrl и Shift, нажмем Enter. В ячейках E13:E14 получим значения a0 и a1, а затем в ячейках G13, G14 находим параметры a и b по формулам = exp(E13),  = E14. 

Результатом является аппроксимирующая функция 

y = 0,951393e0,108926x.

Чтобы проверить полученные результаты выделим диапазон A2:B11, построим диаграмму «Точечная» и выполним команду меню «Диаграмма — Добавить линию тренда — Экспоненциальная», во вкладке «Параметры» отметим «показывать уравнение на диаграмме» и «поместить на диаграмму величину достоверности аппроксимации (R^2)». 

Величина R2 показывает степень соответствия аппроксимирующей функции экспериментальным точкам. Формулы для её вычисления можно найти в учебниках по математической статистике.

На рис. 5.1 приведены график функции и уравнение y = 0,9514e0,1089x, полученные в программе Excel. Уравнения практически совпадают, что говорит о правильности наших расчетов.
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Рис.5.1

Пример 5.2. Подобрать для таблицы 5.1 в программе Excel наиболее подходящую аппроксимирующую функцию из четырех (линейная, экспоненциальная, степенная, логарифмическая), используя значение величины достоверности аппроксимации R2 (чем ближе к 1 значение R2, тем выше  достоверность аппроксимации).

Указание. Выделить диапазон A2:B11, построить диаграмму «Точечная» и затем поочередно для каждой функции выполнить команду меню «Диаграмма — Добавить линию тренда — …», запоминая величину достоверности R2.

Задачи для самостоятельного решения

Численность популяции живых организмов N(ti) в заданные моменты времени ti известна. Предполагая, что функция N(t) имеет вид aebt, найти методом наименьших квадратов параметры a, b и вычислить прогнозное значение численности на момент времени t*.

Вариант  материалов к заданию выбирается по сумме трех последних цифр номера зачетной книжки

Таблица 5.3
	№ 1
	№ 2
	№ 3
	№ 4
	№ 5
	№ 6
	№ 7
	№ 8
	№ 9
	№ 10

	t
	N
	t
	N
	t
	N
	t
	N
	t
	N
	t
	N
	t
	N
	t
	N
	t
	N
	t
	N

	0
	120
	0
	110
	0
	110
	0
	110
	0
	110
	0
	110
	0
	110
	0
	110
	0
	110
	0
	110

	2
	130
	1
	120
	2
	120
	2
	120
	1
	120
	2
	120
	2
	115
	1
	120
	2
	125
	2
	130

	3
	145
	3
	135
	4
	129
	3
	134
	3
	137
	4
	135
	3
	129
	3
	135
	4
	139
	3
	149

	5
	154
	5
	149
	5
	139
	5
	150
	5
	156
	5
	155
	5
	150
	5
	148
	5
	151
	5
	168

	t*= 6
	t*= 6
	t*= 6
	t*= 6
	t*= 7
	t*= 6
	t*= 6
	t*= 7
	t*= 6
	t*= 7

	№ 11
	№ 12
	№ 13
	№ 14
	№ 15
	№ 16
	№ 17
	№ 18
	№ 19
	№ 20

	t
	N
	t
	N
	t
	N
	t
	N
	t
	N
	t
	N
	t
	N
	t
	N
	t
	N
	t
	N

	0
	110
	0
	110
	0
	110
	0
	110
	0
	110
	0
	110
	0
	110
	0
	110
	0
	115
	0
	110

	2
	130
	1
	120
	2
	120
	2
	120
	1
	120
	2
	120
	2
	120
	1
	120
	2
	120
	2
	130

	3
	133
	3
	133
	5
	120
	3
	140
	3
	133
	5
	135
	3
	135
	3
	130
	4
	130
	3
	147

	5
	148
	6
	147
	7
	133
	5
	159
	6
	148
	7
	160
	5
	150
	6
	149
	7
	149
	5
	161

	t*= 6
	t*= 7
	t*= 8
	t*= 6
	t*= 7
	t*= 8
	t*= 6
	t*= 7
	t*= 8
	t*= 6

	№ 21
	№ 22
	№ 23
	№ 24
	№ 25
	№ 26
	№ 27
	№ 28
	№ 29
	№ 30

	t
	N
	t
	N
	t
	N
	t
	N
	t
	N
	t
	N
	t
	N
	t
	N
	t
	N
	t
	N

	0
	110
	0
	110
	0
	110
	0
	110
	0
	110
	0
	110
	0
	110
	0
	110
	0
	115
	0
	110

	2
	130
	1
	120
	2
	120
	2
	120
	1
	120
	2
	120
	2
	120
	1
	120
	2
	120
	2
	130

	3
	133
	3
	133
	5
	120
	3
	140
	3
	133
	5
	135
	3
	135
	3
	130
	4
	130
	3
	147

	5
	148
	6
	147
	7
	133
	5
	159
	6
	148
	7
	160
	5
	150
	6
	149
	7
	149
	5
	161

	t*= 6
	t*= 7
	t*= 8
	t*= 6
	t*= 7
	t*= 8
	t*= 6
	t*= 7
	t*= 8
	t*= 6


Задание 6. Метод Монте-Карло вычисления определенного интеграла

Проведем серию из N испытаний случайной величины, равномерно распределенной на отрезке [a, b] и получим N случайных чисел xi, принадлежащих отрезку [a, b]. Вычислим интеграл по формуле
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Отметим, что в (1) подынтегральная функция может принимать положительные и отрицательные значения. 

В общем случае, когда пределы интегрирования могут быть бесконечными, необходимо преобразовать интеграл к виду 
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  и применить формулу (1).

Пример 6.1. Вычислить интеграл
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Решение в программе Excel. Точное значение интеграла составляет 
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В данном примере возьмем N = 100 и
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Введем формулы, как показано в табл. 6.1. 
Таблица 6.1.

	
	A
	B
	C

	1
	x
	y
	Попадание

	2
	=1+2*СЛЧИС()
	=9*СЛЧИС()
	=ЕСЛИ(y<x^2;1;0)


Выделим ячейки A2:C2 и маркером заполнения протянем их вниз до строки 101 включительно. В ячейки C102, C103 соответственно введем формулы 

=СУММ(C2:C101), =(C102/100)*(3-1)*9.

В ячейке C103 получим приближенное значение интеграла. Это значение будет изменяться при каждом пересчете листа, так как используется функция СЛЧИС(), которая автоматически дает новое случайное число из интервала 
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 при каждом пересчете. Приведем некоторые из полученных значений: 7,32; 9,72; 9,18.

Создадим макрос — функцию для вычисления интеграла по формуле (1). С помощью команды меню «Сервис — Макросы — Редактор Visual Basic»  откроем окно редактора, выполним команду «Insert — Module» и введем тексты описаний функций:

Function f(ByVal x)

f = x ^ 2

End Function

Function int_MK1(ByVal a, ByVal b, ByVal N)

Randomize

S = 0

For i = 1 To N

x = Rnd * (b - a) + a

S = S + f(x)

Next i

int_st1 = (b - a) * S / N

End Function
Здесь функция int_MK1() реализует формулу (1). 
Обратим внимание на то, что датчик случайных чисел Rnd языка Visual Basic дает случайные числа, равномерно распределенные в интервале 
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, которые с помощью преобразования отображаются на отрезок [a, b].
Введем в ячейку D103 формулу = int_MK1 (1;3;100). 

Изменим в формуле D103 число испытаний N = 100 на N = 1000000: = int_MK1 (1;3;1000000). Теперь при каждом пересчете будем получать существенно более точные значения интеграла. 

Ниже в таблице 6.2 приведены результаты вычисления интеграла по формуле (1) при различных значениях числа испытаний N. 

Таблица 6.2
	№ серии
	N = 100
	N = 10000
	N = 1000000

	1
	8,89
	8,571656
	8,665937

	2
	7,62
	8,700989
	8,659312

	3
	8,98
	8,624127
	8,670203

	4
	8,52
	8,687063
	8,663603

	5
	8,54
	8,627519
	8,659731


Таблица 6.2 наглядно иллюстрируют оценку 
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 порядка погрешности: чтобы уточнить одну десятичную цифру (т.е. уменьшить погрешность в 10 раз), надо увеличить число испытаний в 100 раз! 

Задачи для самостоятельного решения

1. Вычислить интеграл из табл. 6.3, пользуясь формулой (1). 

Вариант  материалов к заданию выбирается по сумме трех последних цифр номера зачетной книжки

 Таблица 6.3
	№

Варианта
	Интеграл
	№

Варианта
	Интеграл
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